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摘要：在束流诊断中，准确获得相空间的分布信息对于束流预测、调控及理解其动力学行为具有关键意义。其
中四极磁铁扫描是最常用的横向相空间重构技术，其基本原理是在不同聚焦强度下获取一系列束流剖面，并
据此反推上游位置的相空间分布信息。然而，该方法在实际应用中测量噪声、磁场误差、元件非线性及安装
不确定性等多种因素会对测量结果造成扰动，当扫描参数选择不当时，扰动对重构结果的影响尤为显著，从
而影响后续束流调控与物理判断。针对上述问题，本研究从线性代数与几何投影视角系统分析误差对测量的
影响，提出了一种可有效量化误差敏感度的参数优化方法。通过对不同聚焦条件下的误差放大特性进行对比，
我们建立了最小化误差的参数选择准则，使反演得到的初始相空间分布更加精确和准确。
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引言
发射度是描述束流在相空间中占据体积的重要物理

量，是表征束流品质与传输性能的核心参数之一。对发
射度和 Twiss参数的精确测量对于加速器光学设计、束
流调试以及相空间操控具有重要意义 [1]。因此，发展稳
定、可靠的束流横向发射度测量方法一直是束流诊断领
域的研究重点。

现有的离子束横向发射度测量方法大致可分为直接
测量法与间接测量法。直接测量法包括狭缝扫描 [2]、丝
扫描 [3]、以及孔屏法（Pepper Pot）[4]。狭缝/缝丝测量法
可扫描相空间的所有信息，但其耗时较长且测量时限制
条件较多 [5]。孔屏法虽有测量耗时短，装置简单等优势，
但其采样获取的相空间信息不连续，测量精度受孔径大
小和孔密度的限制 [6]。而间接测量法避免了这两种问题，
该方法在测量获得多个低维分布后，采用一些重构算法
对束流进行重构以获得束流分布信息。

其中，基于四极磁铁扫描的横向发射度测量方法因
其装置结构相对简单、易于集成于现有束线而被广泛应
用 [7]。该方法通过改变四极磁铁的聚焦强度，在下游测量
位置多次获取束流空间剖面，从而反推上游位置的横向
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相空间信息 [8]。具体的束流剖面测量可由狭缝扫描、丝扫
描等手段完成。在传输系统为线性系统的条件下，横向相
空间的重构过程可形式化表示为线性方程组 𝐴x = b [9]。
其中，b表示测量端获得的束流剖面信息，x为待求解的
初始相空间参数，而矩阵 𝐴则由四极磁铁聚焦强度及束
线传输结构共同决定。
然而，通过四极磁铁扫描重构得到的横向相空间信

息不可避免地受到多种误差源的影响。测量端噪声、探
测系统分辨率等因素会给 b带来误差，而四极磁铁场误
差、元件非线性效应及安装不确定性等则会导致系数矩
阵 𝐴的偏差 [10]。这些误差在反演过程中可能被放大，从
而影响初始束流参数及发射度的重构精度。
值得注意的是，束流矩阵重构结果对测量误差和传

输条件的不确定性的敏感程度在很大程度上取决于所选
取的四极磁铁扫描参数，即系数矩阵 𝐴的数值特性。由
于实际测量中可获取的剖面数量有限，若扫描参数选取
不合理，方程组将呈现出较强的病态性，使得重构结果
对噪声和扰动高度敏感，导致初始相空间分布显著偏离
真实情况 [15]。相反，合理设计扫描参数可有效降低系统
对误差的敏感性，提高重构结果的精确度。
因此，对四极磁铁扫描参数的优化不仅是提高横向

发射度测量精度的关键问题，也是保障束流诊断结果可
靠性的重要前提。围绕扫描参数与误差传播特性之间的
关系开展系统研究，对于改进现有发射度测量方法具有
重要的理论意义与实际价值。
本文首先介绍利用四极磁铁扫描法进行横向相空间
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测量的基本原理；随后从线性方程组的误差传播出发，引
入条件数作为量化误差敏感度的指标；在此基础上，进
一步从几何的角度建立四极磁铁聚焦参数、投影角度与
矩阵条件数之间的关系，并在假设二维横向相空间分布
为圆的理想情况下给出均匀投影角度对应低条件数的结
论，并通过坐标转换及减小伸缩因子离散指标两个步骤
将结论推广至一般束团。

1 四极磁铁扫描测量原理
四极磁铁扫描法是加速器束流诊断中应用最为广泛

的横向相空间测量技术之一，常用于重构束流在某一上
游参考位置处的二阶矩信息，并由此计算横向发射度。该
方法通过改变上游与下游之间四极磁铁的聚焦强度，使
束流在下游测量位置处经过不同的线性传输，从而获得
一系列束流剖面测量结果，并据此反推出上游束流的相
空间分布信息。
以水平方向为例，在理想线性传输近似下，待测位

置(𝑖) 和实际测量位置 (𝑓 ) 相空间之间满足如下线性关
系：

(
𝑥𝑓

𝑥′
𝑓

) =
(

𝑚11 𝑚12
𝑚21 𝑚22) (

𝑥𝑖
𝑥′

𝑖
) (1)

其中 𝑚𝑖𝑗 为待测点与实际测量位置间传输系统的传输矩
阵元素。由式 (1)可得，单粒子在水平方向的位置传输
关系为

𝑥𝑓 = 𝑚11𝑥𝑖 + 𝑚12𝑥′
𝑖

在统计意义下，束流的二阶矩由单粒子分布的统计平均
定义。因此，对上式两边平方并取统计平均，可得下游位
置处束流位置二阶矩与上游相空间二阶矩之间的关系：

⟨𝑥𝑓 𝑥𝑓 ⟩ = 𝑚2
11⟨𝑥𝑖

2⟩ + 2𝑚11𝑚12⟨𝑥𝑖𝑥′
𝑖 ⟩ + 𝑚2

12⟨𝑥′
𝑖

2⟩ (2)

显然，仅依赖单一四极磁铁设置所获得的测量信息
不足以确定上游相空间的二阶矩参数。为此，需要通过
多次改变四极磁铁的聚焦强度，获得多组测量结果。将
该过程写成矩阵形式，可表示为
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(3)

可将测量原理简化为线性方程组𝐴x = b，其中矩阵𝐴由
不同四极磁铁聚焦强度下的传输矩阵元素构成，向量 𝑥
表示上游束流的未知二阶矩，而 b则对应于下游位置处
测得的束流信息。

2 量化误差的两种方法
在横向相空间分布测量的研究中，首先需要从理论

层面确保测量原理的可行性和准确性。然而在实际测量
过程中，传输矩阵的不确定性、环境扰动、探测系统噪
声等因素都会引入误差，使得测量结果偏离束流的真实
相空间分布。若将四极磁铁扫描原理简单表示为

𝐴x = b (4)

则由于机械误差或磁场误差，系数矩阵 𝐴 会产生扰动
𝛿𝐴；测量端也不可避免会存在测量噪声 𝛿b。因此，实际
测量可表示为

(𝐴 + 𝛿𝐴)(x + 𝛿x) = b + 𝛿b (5)

束流重构的精度高度依赖于矩阵 𝐴的特性，而测量
次数往往有限，这使得相空间的反推问题更加困难。因
此，需要系统地分析并量化不同误差源对测量结果的影
响，以优化测量方案、提升重构的可靠性。以下介绍两
种常用的误差量化方法。
2.1 统计分析
将测量过程表示为

(𝐴 + 𝛿𝐴)(x + 𝛿x) = b + 𝛿b. (6)

其中，𝛿𝐴表示系数矩阵不确定性，主要来源于如磁铁标
定误差、几何安装误差、旋转角度偏差等，通常体现为
系统误差；𝛿b表示测量端扰动，既可能来源于随机测量
噪声，也可能包含系统性偏差。
统计分析方法是指在测量端引入给定幅度与统计特

性的误差扰动 𝛿b（或 𝛿𝐴），多次求解扰动后的方程组，
得到一系列解 x𝑖，再对其进行统计分析，从解的统计特
性（如均值、标准差等）中评估反演结果对误差的敏感
程度。

需要指出的是，在误差传播计算中起决定作用的是
扰动项的幅值与统计分布，而非误差来源的类别。因此，
在已知 𝛿𝐴与 𝛿b数值大小的前提下，可统一通过统计采
样方法分析其对 𝛿x的影响，而无需对误差来源进行额外
区分。此外，磁铁的旋转误差属于系统误差的一种，根
据现有工程经验，磁铁位置容差通常在 0.1–0.5mm，旋
转误差一般在 0.1–0.5mrad量级 [11] [12]。在本文讨论的参
数范围内，该数量级对应的传输矩阵扰动对统计离散性
的贡献远小于随机测量误差，因此本文统计分析暂不考
虑磁铁的旋转误差带来的影响。

统计分析方法直观、可靠，但计算量巨大。但若对
每组磁铁参数对应的测量结果都进行统计采样，其计算
成本将极为庞大。此外，此方法无法直接指导优化参数，
难以高效寻找误差最小的测量配置。
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2.2 敏感度分析
另一种量化误差敏感度的重要方法是使用矩阵的条

件数。条件数可以衡量矩阵对误差的敏感度，是评价测
量配置优劣的重要指标 [13]。条件数定义为

𝜅(𝐴) = ‖𝐴‖ ⋅ ‖𝐴−1‖ = 𝜎max(𝐴)
𝜎min(𝐴) ⩾ 1 (7)

其中 𝜎max(𝐴) 和 𝜎min(𝐴) 分别为矩阵 𝐴 的最大和最小非
零奇异值。良好条件的矩阵其条件数应接近于 1。根据

(𝐴 + 𝛿𝐴)(x + 𝛿x) = b + 𝛿b

可得到解相对误差的上界：
‖𝛿𝑥‖
‖𝑥‖ ⩽ 𝜅(𝐴)

1 − 𝜅(𝐴) ‖𝛿𝐴‖
‖𝐴‖

(
‖𝛿𝐴‖
‖𝐴‖ + ‖𝛿𝑏‖

‖𝑏‖ ) (8)

该不等式表明，矩阵 𝐴的条件数越小（越接近 1），误差
敏感度越低，测量结果越可靠；反之误差对测量的影响
越大 [14]。
使用条件数衡量误差敏感度方法更为直观，无需显

式计算误差值，计算量小，可直接用于优化测量配置。

3 四极磁铁扫描中的最小化条件数研究
由于条件数 𝜅(𝐴) 可用于量化线性方程组解对误差

的敏感程度，横向相空间扫描结果的误差最小化问题可
等价地表述为：如何合理选择四极磁铁扫描参数，使得
线性方程组 𝐴x = b中矩阵 𝐴的条件数 𝜅(𝐴)尽可能小。
将条件数作为误差敏感度指标并应用于束流测量问题的
思想，早在 GSI的相关工作中已有体现 [15]。该文强调了
磁铁参数矩阵具有较低条件数的重要性，但并未给出扫
描参数的系统选取准则，而是通过穷举搜索的方式获取
条件数较小的磁铁参数组合。

然而在实际应用中，使用穷举法在所有可能的扫描
参数组合中搜索使 𝜅(𝐴) 最小的方案在计算上很多时候
是不可行的。以 Triplet束线为例，其中包含三组可调四
极磁铁，若每个四极磁铁设置 10组不同的磁场强度，则
可形成 103 = 1000组不同的传输矩阵。若从中选取 4组
作为最终测量配置，其可能组合数为

𝐶4
1000 = 1000!

996! × 4! ≈ 4.14 × 1010

对于包含更多磁铁组合和更多测量参数的扫描，该组合
数将进一步呈指数级增长。因此，逐一构建所有可能的
系数矩阵 𝐴并计算其条件数以进行筛选，不仅会导致极
高的计算成本，同时因其可解释性差，缺乏明确的指导
原则，难以为扫描参数的优化提供有效的解释和依据。

3.1 投影角度的引入
基于上述现状与问题，我们引入投影视角，旨在建

立投影角度与条件数之间的关联，使低条件数的扫描参
数能够在几何上直观呈现，从而更有效寻找参数。从投
影的角度来看，四极磁铁参数的变化对应于对初始相空
间沿不同方向的投影，并将其映射到束流剖面探测器的
一维空间分布上。因此，问题可以等价地转化为：哪些
投影角度能够使系数矩阵 𝐴具有更低的条件数，从而提
高重构结果的稳定性与准确性？
在 𝑥 平面四极磁铁线性传输的投影角度如下图所

示，初始位置 (𝑖)和末位置 (𝑓 )相空间坐标之间的线性关
系如式 (9)所示。

图 1 在 𝑥𝑓 −𝑥′
𝑓 相空间的垂直条带经线性传输后转化为 𝑥𝑖−𝑥′

𝑖
相空间的斜条带，表面末位置处剖面从角度 𝜃投影初始
相空间分布.这里 𝑥和 𝑥′ 采用归一化的无量纲坐标.

(
𝑥𝑓

𝑥′
𝑓

) =
(

𝑚11 𝑚12
𝑚21 𝑚22) (

𝑥𝑖
𝑥′

𝑖
) (9)

因此，在 𝑥𝑓 − 𝑥′
𝑓 相空间中，直线 𝑥𝑓 = 𝑎0，其中 𝑎0

变为：
𝑚11𝑥𝑖 + 𝑚12𝑥′

𝑖 = 𝑎0 (10)

其斜率由下式给出
𝑡𝑎𝑛𝜃 = −𝑚11

𝑚12
(11)

因此，𝜃对应于初始相空间上的投影角。图 1辅助说明了
这一观点。
3.2 投影角度均匀化
接下来需要回答的问题是如何选择最佳的投影角

度。从对称性与几何视角出发，磁铁的参数设置理应覆
盖较为均匀的角度分布，以避免信息冗余或方向偏置。为
了进一步揭示投影角度与条件数之间的直接关系，我们
通过模拟分别构建了“窄分布”“中等分布”和“宽分布”
三类角度范围，如图 2所示，并在相同随机噪声条件下
对其测量结果进行对比分析。
在测量端加入扰动后，我们对重构得到的初始位置

处信息进行多次求解，统计其发射度均值与标准差，以
考察其与条件数之间的关系。结果表明，投影角度分布
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(a)窄分布 (b)中等分布

(c)宽分布

图 2 不同磁铁参数对应的不同投射角度分布图

越分散，矩阵的条件数越小，求解的发射度标准差越小，
测量精度随之提高，对误差的敏感度也显著降低。
表 1 不同角度分布的条件数、发射度均值及发射度标准差

窄分布 中等分布 宽分布
𝜅(𝐴) 1030.51 122.62 40.53

发射度均值 𝜖𝑥 0.7499 0.7500 0.7500
发射度标准差 0.0463 0.0124 0.0037

将结果绘制在同一张图中可以更加直观地观察不同
角度分布下发射度标准差的情况。可以看到，当投影角
度分布更为分散时，其对应的发射度在图中的分布明显
更加集中，标准差更小。这与预期相符，进一步验证了
均匀化角度能够有效降低测量对误差的敏感度，提高重
构结果的稳定性。

4 四极磁铁扫描中的最小化条件数研究

在前文中，我们对测量矩阵条件数与投影角度分布
之间的关系提出了假设，并验证了投影角度均匀化能够
有效降低测量过程对误差的敏感度。基于该结论的合理
性，进一步尝试将这一发现推广并应用至一般的相空间
测量中，旨在于四极磁铁扫描过程中构造一种能够使等
效投影角度尽可能均匀分布的测量策略。为此，下面首
先在理想情形下讨论投影角度均匀分布时所对应的条件
数性质。

图 3 三种角度分布下的发射度分布对比图

4.1 角度均匀分布时条件数定值证明
在理想情况下，假设存在一个圆形的二维质量分布。

此时，从几何投影的角度来看，当投影角度在 [0, 𝜋)区
间内均匀分布时，能够获取最多的有效信息，矩阵 𝐴也
具有更低的条件数。相应的测量关系可写为式(12)：

𝐴 ⋅
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

⟨𝑥𝑥⟩
⟨𝑥𝑦⟩
⟨𝑦𝑦⟩

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⟨𝑢(𝜃1)𝑢(𝜃1)⟩
⟨𝑢(𝜃2)𝑢(𝜃2)⟩

⋮
⟨𝑢(𝜃𝑛)𝑢(𝜃𝑛)⟩

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

(12)

矩阵 𝐴表示为：

𝐴 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

cos2(𝜃1) 2 sin(𝜃1) cos(𝜃1) sin2(𝜃1)
cos2(𝜃2) 2 sin(𝜃2) cos(𝜃2) sin2(𝜃2)

⋮ ⋮ ⋮
cos2(𝜃𝑛) 2 sin(𝜃𝑛) cos(𝜃𝑛) sin2(𝜃𝑛)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

(13)

其中 𝜃𝑗 = 𝜙 + 𝑗𝜋
𝑛 ，𝑢𝑗 = 𝑥 cos 𝜃𝑗 + 𝑦 sin 𝜃𝑗，则当 𝑛 ⩾ 3时，

矩阵 𝐴的条件数为
𝜅(𝐴) = √2

由于良好条件的矩阵其条件数应接近于 1，该结果
表明，在球束假设下，均匀分布的投影角度对应的测量
配置具有较低的误差敏感度，从而能够获得更为稳定和
可靠的重构结果。该假设下矩阵 𝐴条件数为√2的具体
证明过程如下。
首先，条件数的计算方式为矩阵两奇异值之比，即

𝜅(𝐴) = 𝜎1
𝜎3
，SVD分解矩阵 A得，

𝐴 = 𝑈𝛴𝑉 𝑇

则可得
𝐴𝑇 𝐴 = 𝑉 𝛴𝑇 𝛴𝑉 𝑇

因此可知，矩阵 𝐴𝑇 𝐴的特征值为矩阵 𝐴奇异值的平方，
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则条件数的计算方式可写作：

𝜅(𝐴) = √
𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐴𝑇 𝐴)
𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐴𝑇 𝐴) (14)

接下来计算矩阵 𝐴𝑇 𝐴的各元素值，并命名矩阵 𝐴𝑇 𝐴为
𝐵矩阵，矩阵 𝐵是一个 3 × 3的对称方阵，因此只需计算
6个元素。首先，利用二倍角公式将(13)矩阵中的各元素
表示为：

𝐴𝑗1 = cos2
(𝜙 + 𝑗𝜋

𝑛 ) = 1
2[1 + cos(2𝜙 + 2𝑗𝜋

𝑛 )]

𝐴𝑗2 = 2 sin(𝜙 + 𝑗𝜋
𝑛 ) cos(𝜙 + 𝑗𝜋

𝑛 ) = sin(2𝜙 + 2𝑗𝜋
𝑛 )

𝐴𝑗3 = sin2
(𝜙 + 𝑗𝜋

𝑛 ) = 1
2[1 − cos(2𝜙 + 2𝑗𝜋

𝑛 )]

则矩阵 𝐵中的元素可以简化表示为:

𝐵11 ≡ 𝑎+ =
𝑛

∑
𝑗=1

(𝐴𝑗1)2 𝐵12 ≡ 𝑑+ =
𝑛

∑
𝑗=1

𝐴𝑗1𝐴𝑗2

𝐵13 =
𝑛

∑
𝑗=1

𝐴𝑗1𝐴𝑗3 𝐵22 =
𝑛

∑
𝑗=1

(𝐴𝑗2)2

𝐵23 ≡ 𝑑− =
𝑛

∑
𝑗=1

𝐴𝑗2𝐴𝑗3 𝐵33 ≡ 𝑎− =
𝑛

∑
𝑗=1

(𝐴𝑗3)2

分别计算值 𝑎±、𝑑±、𝐵13 及 𝐵22：

𝑎± = 1
4

𝑛

∑
𝑗=1 [1 ± cos(2𝜙 + 2𝑗𝜋

𝑛 )]
2

= 1
4

𝑛

∑
𝑗=1 [1 ± 2 cos(2𝜙 + 2𝑗𝜋

𝑛 ) + cos2
(2𝜙 + 2𝑗𝜋

𝑛 )]

= 1
4 [𝑛 ± 0 + 𝑛

2] = 3𝑛
8

𝑑± = 1
4

𝑛

∑
𝑗=1 [1 ± cos(2𝜙 + 2𝑗𝜋

𝑛 )] sin(2𝜙 + 2𝑗𝜋
𝑛 )

= 1
4

𝑛

∑
𝑗=1 [sin(2𝜙 + 2𝑗𝜋

𝑛 ) ± 1
2 sin(4𝜙 + 4𝑗𝜋

𝑛 )]

= 1
4[0 ± 0] = 0

𝐵13 =
𝑛

∑
𝑗=1

𝐴𝑗1𝐴𝑗3

= 1
4

𝑛

∑
𝑗=1 [1 + cos(2𝜙 + 2𝑗𝜋

𝑛 )] [1 − cos(2𝜙 + 2𝑗𝜋
𝑛 )]

= 1
4

𝑛

∑
𝑗=1 [1 − cos2

(2𝜙 + 2𝑗𝜋
𝑛 )]

= 1
4 [𝑛 − 𝑛

2] = 𝑛
8

𝐵22 =
𝑛

∑
𝑗=1

(𝐴𝑗2)2

=
𝑛

∑
𝑗=1

sin2
(2𝜙 + 2𝑗𝜋

𝑛 ) = 𝑛
2

则矩阵 𝐵，即矩阵 𝐴𝑇 𝐴可表示为:

𝐴𝑇 𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎 0 𝑏
0 𝑐 0
𝑏 0 𝑎

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(15)

其中，𝑎 = 3𝑛/8, 𝑏 = 𝑛/8, 𝑐 = 𝑛/2, 则由此可以计算矩阵
𝐴𝑇 𝐴的特征值：

(𝑎 − 𝜆)2(𝑐 − 𝜆) − 𝑏2(𝑐 − 𝜆) = 0

可解得：
(𝑎 − 𝜆)2 − 𝑏2 = 0 or (𝑐 − 𝜆) = 0

𝜆 = 𝑎 ± 𝑏 or 𝜆 = 𝑐

故矩阵 𝐴𝑇 𝐴的三个特征值分别为 𝑛/2, 𝑛/2, 𝑛/4，则矩阵 𝐴
的条件数为:

𝜅(𝐴) = 𝜎1(𝐴)
𝜎3(𝐴) = √

𝑛/2
𝑛/4 = √2

由此证得当投影角度为均匀选取时，且满足角度值至少
为三个时，矩阵 𝐴的条件数为√2。

4.2 多角度投影的矩阵表述与条件数优化原理
4.2.1 椭圆坐标转换
先前的理论分析与推导均基于束流在真实空间中呈

球分布的理想假设。然而在束流相空间中，束流分布通
常并非理想球形，而更接近于具有各向异性特征的椭球。
在此情形下，若仍直接在原坐标系中选取投影角度，将
难以保证角度分布的均匀性。
为此，在二维空间中，有必要先通过坐标变换将椭

圆映射为单位圆，从而使变换后的坐标空间中角度选取
有明确的目标。
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在二维空间中，一个以原点为中心的椭圆可以写作：
𝛾𝑥2

1 + 2𝛼𝑥1𝑥2 + 𝛽𝑥2
2 = 1

可以用二次型形式可写作：
x𝑇 𝐴x = 1

其中 x = (𝑥1 𝑥2)
𝑇
是坐标向量，𝐴为正定对称矩阵：

𝐴 =
(

𝛾 𝛼
𝛼 𝛽)

则目标是构造一个线性坐标变换 x = 𝑃 y，使得在新
坐标系 y = (𝑦1 𝑦2)

𝑇
中，方程变成标准的单位圆方程：

𝑦2
1 + 𝑦2

2 = 1

将 x = 𝑃 y代入原椭圆方程：
(𝑃y)𝑇 𝐴(𝑃 y) = y𝑇 (𝑃 𝑇 𝐴𝑃 )y = 1

为了让新方程成为 𝑦2
1 + 𝑦2

2 = 1，即 y𝑇 𝐼y = 1，需满足：
𝑃 𝑇 𝐴𝑃 = 𝐼

由于矩阵 𝐴为对称正定矩阵，其可进行特征值分解：

(
𝛾 𝛼
𝛼 𝛽)

= 𝑅
(

𝜆1 0
0 𝜆2)

𝑅𝑇

其中 𝑅为正交矩阵，其列向量为 𝐴的归一化特征向量，
对应椭圆主轴方向；𝜆1, 𝜆2 > 0是 𝐴的特征值。
据此，可构造坐标变换矩阵

𝑃 = 𝑅𝛬−1/2

其中
𝛬−1/2 =

(
1/√𝜆1 0

0 1/√𝜆2)

从而满足 𝑃 𝑇 𝐴𝑃 = 𝐼。对应的正向与反向坐标变换关系
分别为

x = 𝑅𝛬−1/2y, y = 𝛬1/2𝑅𝑇 x

在束流相空间表述中,𝑥 − 𝑥′向量为坐标转换前的初
始相空间坐标，𝑢 − 𝑢′ 向量为坐标转换后的初始相空间
坐标，则根据上述坐标转换的结论，可写出转换过程：

(
𝑢
𝑢′) =

(
√𝜆1 0

0 √𝜆2)
𝑅𝑇

(
𝑥
𝑥′) (16)

设在椭球坐标系下未经过坐标转换的重构点和测量点之
间的传输矩阵为𝑀，则

(
𝑥
𝑥′)𝑓

= 𝑀(
𝑥
𝑥′)𝑖

(17)

经过坐标转换的传输矩阵为𝑀∗，经过传输矩阵𝑀∗ 的
传输后可表示为

𝑀∗
(

𝑢
𝑢′)𝑖

= (
𝑥
𝑥′)𝑓

(18)

将上述坐标变换代入，可得在单位圆坐标系下对应
的等效传输矩阵𝑀∗：

(
𝑥
𝑥′)𝑓

= 𝑀𝑅𝛬−1/2
(

𝑢
𝑢′)𝑖

≡ 𝑀∗
(

𝑢
𝑢′)𝑖

(19)

即
𝑀∗ = 𝑀𝑅𝛬−1/2. (20)

在后续分析中，所有投影角度的选取与条件数优化
均在该等效圆坐标系中进行，从而保证不同角度在几何
意义上的均匀性。
4.2.2 误差最小化目标
基于坐标转换工具，从矩阵 𝐴角度出发，可以对四

极磁铁扫描中条件数 𝜅(𝐴) 的最小化目标进行更为清晰
的分解。总体而言，最小化目标主要体现在两个含义不
同的方面。
一方面，投影角度 𝜃𝑗 的选取应尽可能覆盖相空间的

各个方向，即不同测量对应的投影角度在相空间中应具
有良好的均匀性。若投影角度过于集中，则会导致矩阵
𝐴的行向量在几何上接近线性相关，从而显著放大测量
误差在反推过程中的传播。
另一方面，需要指出的是，由于四极磁铁的传输作

用，不同测量条件下的投射不仅改变方向，还可能对相
空间在投影方向上的分布产生拉伸或收缩。即传输矩阵
中 𝑚11_𝑛

2 + 𝑚11_𝑛
2的值不总为 1。该效应可通过伸缩因子

𝑎𝑗 = √𝑚2
11_𝑗 + 𝑚2

12_𝑗 来刻画。若不同测量条件下的 𝑎𝑗 差
异过大，则即使投射角度分布均匀，矩阵 𝐴各行在模长
上的不均衡同样会恶化条件数，使得系统对噪声更加敏
感。因此，在保证角度覆盖充分的前提下，应尽可能选
取幅值相近的伸缩因子，使不同测量条件对应的向量尽
可能分布在同一圆周附近。

𝐴 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎1 cos2(𝜃1) 2𝑎1 sin(𝜃1) cos(𝜃1) 𝑎1 sin2(𝜃1)
𝑎2 cos2(𝜃2) 2𝑎2 sin(𝜃2) cos(𝜃2) 𝑎2 sin2(𝜃2)

⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛 cos2(𝜃𝑛) 2𝑎𝑛 sin(𝜃𝑛) cos(𝜃𝑛) 𝑎𝑛 sin2(𝜃𝑛)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

(21)

其中
𝜃𝑗 = arctan

−𝑚11_𝑗
𝑚12_𝑗

𝑎𝑗 = √𝑚2
11_𝑗 + 𝑚2

12_𝑗
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为了便于对角度分布均匀性的量化描述，可将 𝜃𝑗 表
示为理想均匀分布与小扰动之和：

𝜃𝑗 = 𝜙 + 𝑗𝜋
𝑛 + 𝜓𝑗 (22)

其中 𝜙表示初始角度偏置，𝑗𝜋
𝑛 对应于理想情况下在相空

间中的均匀角度采样，而 𝜓𝑗 则刻画选取的角度与理想
角度之间的偏差。显然，当 𝜓𝑗 越小，投影角度分布越接
近理想均匀状态。

另一方面，为了描述伸缩因子 𝑎𝑗 的离散程度，引入
无量纲指标

𝑡 =
𝑚𝑎𝑥[𝑎𝑗]
𝑚𝑖𝑛[𝑎𝑗] − 1 (23)

该指标直接反映了不同测量条件下相空间伸缩程度的相
对差异。当 𝑡趋于 0时，说明各测量对应的 𝑎𝑗 基本一致，
矩阵 𝐴的行向量在尺度上更加均衡，有利于降低系统的
条件数。
综上所述，在四极磁铁扫描的参数设计中，最小化

条件数 𝜅(𝐴) 的问题可自然转化为对两个指标的联合优
化：一是尽量减小角度扰动项 𝜓𝑗，以保证投影角度在相
空间中的均匀覆盖；二是尽量减小伸缩因子离散度指标
𝑡，以降低不同测量条件下尺度不一致带来的误差放大效
应。该结论为后续扫描方案的优化设计提供了直观且可
量化的判据。

5 结论
本文关注四极磁铁扫描法在横向相空间测量中潜在

的误差敏感性问题，从线性代数与几何投影的角度，对
误差传播机制及测量参数优化进行了系统研究。将四极
磁铁扫描过程表述为线性方程组 𝐴x = b，并以矩阵条件
数作为量化误差敏感度的核心指标，建立了扫描参数选
择与重构稳定性之间的定量联系。

通过引入相空间投影角度的几何解释，本文揭示了
不同四极磁铁设置本质上对应于对初始相空间在不同方
向上的投影测量。研究表明，当投影角度分布过于集中
时，测量矩阵 𝐴的行向量在几何上趋于相关，条件数显
著增大，从而放大测量端噪声与传输误差对重构结果的
影响。相反，当投影角度在相空间中均匀覆盖时，矩阵
结构更加均衡，误差敏感度显著降低。

在理论分析中，针对标准投影矩阵形式，本文严格
证明了当投影角度均匀选取且角度数不少于三个时，测
量矩阵 𝐴的条件数恒定为√2，该结果为扫描参数的最
优设计提供了明确的解析判据。数值模拟结果进一步验
证了该结论：在相同噪声条件下，角度分布越均匀，对
应的条件数越小，反演得到的发射度标准差越低，测量
结果的稳定性和鲁棒性显著提升。

针对实际束流分布通常呈椭球而非理想球形的情
况，本文引入了基于特征值分解的椭圆到圆的坐标变换
方法，将角度选择问题统一到具有明确几何意义的等效
圆坐标系中，从而保证投影角度均匀性的普适性。在此
基础上，将条件数最小化目标分解为两个可量化的优化
指标：投影角度扰动的最小化以及不同测量条件下相空
间伸缩因子离散度的抑制，为实际四极磁铁扫描方案的
设计提供了直观而有效的指导原则。
综上所述，本文提出了一种基于几何投影与条件数

分析的四极磁铁扫描误差最小化方法，为横向相空间测
量中扫描参数的优化提供了清晰的理论依据和可操作的
判据。该方法不依赖于具体的误差模型，具有良好的普
适性，可为高精度束流诊断与相空间重构提供参考。未
来可将该方法拓展至四维相空间测量场景，以实现高维
相空间重构中的误差最小化。
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Error Minimization in Transverse Phase-Space Measurements Using
Quadrupole Scan Based on Projection-Angle Uniformization
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Abstract: In beam diagnostics, accurate determination of phase-space distributions plays a crucial role in beam predic-
tion, control, and the understanding of beam dynamics. Among various techniques, quadrupole scan is the most widely
used method for transverse phase-space reconstruction. However, in practical applications, this method is susceptible
to various perturbations, including measurement noise, magnetic field errors, element nonlinearities, and installation
uncertainties. When the scan parameters are improperly chosen, the impact of these perturbations on the reconstructed
results can be significantly amplified, thereby affecting subsequent beam control and physical interpretation. To address
this issue, this study systematically analyzes the influence of errors on the measurement process from the perspectives
of linear algebra and geometric projection, and proposes a parameter optimization method capable of effectively quan-
tifying error sensitivity. By comparing the error amplification characteristics under different focusing conditions, a
criterion for parameter selection that minimizes reconstruction errors is established, leading to a more precise and ac-
curate reconstruction of the initial phase-space distribution.
Key words: quadrupole scan; error minimization; condition number; beam diagnostics; transverse phase space
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